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Annotatsiya:Ushbu maqolada differensiallanuvchi funksiyalar tushunchasi, 

ularning asosiy xossalari va tatbiqlari o‘rganilgan. Ishda funksiyaning hosilasi va 

differensiali tushunchalari orqali differensiallanuvchanlik shartlari tahlil qilingan. 

Differensial hisobning asosiy teoremalari (Rol, Lagranj, Koshi teoremalari) isbotlari 

bilan keltirilgan va ularning geometrik ma’nosi yoritilgan. Shuningdek, 

differensiallanuvchi funksiyalarning ekstremumlarini topish, funksiya grafigini 

tekshirish va tatbiqiy masalalarni yechishdagi roli ko‘rsatib o‘tilgan. Maqola oliy 

matematika yo‘nalishi talabalari va o‘qituvchilari uchun mo‘ljallangan. 

Kalit so‘zlar: differensiallanuvchi funksiya, hosila, differensial, uzluksizlik, Rol 

teoremasi, Lagranj teoremasi, Koshi teoremasi, ekstremum, funksiya grafigi, tatbiqiy 

masalalar. 
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problems.Matematik analizning fundamental tushunchalaridan biri limit 

tushunchasidir. Biz quyida differensiallanuvchi funksiyalarga doir kerakli teoremalarni 

keltiramiz. 

 𝑓(𝑥) funksiyaning 𝑥0 nuqtadagi hosilasini 𝑥 → 𝑥0 da 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 nisbatning limiti 

sifatida  ta’riflash mumkin: 

𝑓′(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
.         (1) 

𝑥0 nuqtada hosilaga ega bo`lgan funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi deyiladi. 

Agar 𝑓(𝑥) funksiya (𝑎, 𝑏) intervalning har bir nuqtasida differensiallanuvchi bo`lsa, u 

(𝑎, 𝑏)intervalda differensiallanuvchi funksiya deyiladi [22]. 

Yuqoridagi limit mavjud bo`lgan har bir 𝑥0 nuqtaga aniq bitta son mos keladi 

demak 𝑓′(𝑥) − bu yangi funksiya bo`lib, u yuqoridagi limit mavjud bo`lgan barcha  𝑥 

larda aniqlangan. Bu funksiya 𝑓(𝑥) funksiyaning hosila funksiyasi, odatda, hosilasi 

deb yuritiladi.  

1.1.1. Teorema (Ferma teoremasi) Agar 𝑓(𝑥) funksiya (𝑎, 𝑏) oraliqda aniqlangan 

va biror 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) nuqtada eng kata (eng kichik) qiymatga erishsa va shu nuqtada 

chekli 𝑓′(𝑐) hosila mavjud bo`lsa, u holda 𝑓′(𝑐) = 0 bo`ladi.  

1.1.2. Teorema (Roll teoremasi). Agar 𝑓(𝑥) funksiya [𝑎, 𝑏] kesmada aniqlangan 

bo`lib, quyidagi 

1) [𝑎, 𝑏] da uzluksiz; 

2) (𝑎, 𝑏) da differensiallanuvchi; 

3) 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)  

Shartlarni qanoatlantirsa, u holda 𝑓′(𝑐) = 0 bo`ladigan kamida bitta 𝑐 (𝑎 < 𝑐 < 𝑏) 

nuqta mavjud bo`ladi[22]. 

Eslatma. Roll teoremasining shartlari yetarli bo`lib, zaruriy shart emas. Masalan, 

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥3, 𝑥 ∈ [−1; 1] funksiya uchun teoremaning 3 −sharti bajarilmaydi. 

(𝑓(−1) = −1 ≠  1 = 𝑓(1)). lekin 𝑓′(0) = 0 bo`ladi.  

2) {

𝑥,      𝑎𝑔𝑎𝑟   0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
0,      𝑎𝑔𝑎𝑟   1 < 𝑥 < 2,
2,       𝑎𝑔𝑎𝑟           𝑥 ≥ 2

 funksiya uchun Roll teoremasining barcha shartlari 

bajarilmaydi, lekin (1; 2) intervalning ixtiyoriy nuqtasida 𝑓′(𝑥) = 0 bo`ladi.  
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1.1.3. Teorema (Logranj teoremasi). Agar 𝑓(𝑥) funksiya [𝑎, 𝑏] kesmada uzluksiz 

va (𝑎, 𝑏)da chekli 𝑓′(𝑥) hosila mavjud bo`lsa, u holda (𝑎, 𝑏) da kamida bitta shunday 

𝑐 nuqta mavjud bo`lib, 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
= 𝑓′(𝑐)                       (2) 

tenglik o`rinli bo`ladi. 

 (2) formulani ba’zida 𝐿𝑜𝑔𝑟𝑎𝑛𝑗 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎𝑠𝑖 deb ham yuritiladi. Bu formula 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑐)(𝑏 − 𝑎)            (3) 

ko`rinishida ham yoziladi. 

1.1.4. Teorema (Koshi teoremasi). Agar [𝑎, 𝑏] kesmada 𝑓(𝑥) va 𝑔(𝑥) funksiyalar 

berilgan bo`lib, 

1) [𝑎, 𝑏] da uzluksiz; 

2) (𝑎, 𝑏) intervalda 𝑓′(𝑥) va 𝑔′(𝑥) mavjud hamda 𝑔′(𝑥) ≠ 0 bolsa, u holda hech 

bo`lmaganda bitta shunday 𝑐  (𝑎 < 𝑐 < 𝑏) nuqta topilib,  

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
=

𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
          (4) 

tenglik o`rinli bo`ladi. (4) tenglik 𝐾𝑜𝑠ℎ𝑖 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑎𝑠𝑖 deb ham ataladi[22]. 

1.2. O`lchovli funksiyalar 

1.2.1.Ta’rif. Agar ixtiyoriy 𝑐 ∈ 𝑅 uchun {𝑥 ∈ 𝐸: 𝑓(𝑥) < 𝑐} ≔ 𝐸(𝑓 < 𝑐) to`plam 

o`lchovli bo`lsa, 𝑓 funksiya 𝐸 to`plamda o`lchovli deyiladi. 

1-Misol. 𝑓: 𝐸 → 𝑅,      𝑓(𝑥) = 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 funksiyaning o`lchovli ekanini 

ko`rsating. 

Yechish. Ixtiyoriy 𝑐 ∈ 𝑅 uchun 

𝐸(𝑓 < 𝑐) = {𝑥 ∈ 𝐸: 𝑓(𝑥) < 𝑐} = {
𝐸,    𝑎𝑔𝑎𝑟         𝑐 > 𝑎
∅,    𝑎𝑔𝑎𝑟        𝑐 ≤ 𝑎 

           (5) 

tenglik o`rinli. 𝐸 va ∅ to`plamlar o`lchovli. Demak, ixtiyoriy 𝑐 ∈ 𝑅 uchun 𝐸(𝑓 < 𝑐) 

to`plam o`lchovli ekan. Ta’rifga ko`ra, 𝑓(𝑥) = 𝑎 funksiya 𝐸 da o`lchovli funksiya 

bo`ladi. 

1.2.1.Teorema. Agar 𝑓 va 𝑔 funksiyalar 𝐸 to`plamda o`lchovli bo`lsa, u holda 

ularning yig`indisi 𝑓 + 𝑔, ayirmasi 𝑓 − 𝑔 va ko`paytmasi 𝑓 ∙ 𝑔 o`lchovli bo`ladi. Agar 

barcha 𝑥 ∈ 𝐸 lar uchun 𝑔(𝑥) ≠ 0 bo`lsa, u holda 𝑓/𝑔 funksiya ham 𝐸 da o`lchovli 

bo`ladi. 
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Lemma 1. Agar 𝑓 funksiya 𝐸 to`plamda o`lchovli bo`lsa, u holda ixtiyoriy 𝑎, 𝑏 ∈

𝑅 lar uchun quyidagi to`plamlarning har biri o`lchovli bo`ladi. 

1) 𝐸(𝑓 ≥ 𝑎);  2)  𝐸(𝑎 ≤ 𝑓 < 𝑏);  3)  𝐸(𝑓 = 𝑎);   4)  𝐸(𝑓 ≤ 𝑎);  5)  𝐸(𝑓 > 𝑎). 

Lemma 2. Agar ixtiyoriy 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 lar uchun 1-lemmadagi 1), 2), 4), 5) 

ko`rinishidagi to`plamlarning birortasi o`lchovli bo`lsa, u holda 𝑓 funksiya 𝐸 to`plamda 

o`lchovli bo`ladi. 

Lemma 3. Agar 𝑓 va 𝑔 lar 𝐸 da o`lchovli bo`lsa, u holda {𝑥 ∈ 𝐸: 𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)} =

𝐸(𝑓 > 𝑔) to`plam o`lchovli bo`ladi. 

1.2.2.Ta’rif. Agar ixtiyoriy 𝜖 > 0 uchun shunday 𝑛0 > 0 mavjud bo`lib, barcha 

𝑛 > 𝑛0 va 𝑥 ∈ 𝐸 larda |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜖 bo`lsa, u holda {𝑓𝑛} funksiyalar ketma-

ketligi 𝐸 to`plamda 𝑓 funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi. 

1.2.3.Ta’rif. Agar har bir 𝑥 ∈ 𝐸 da lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) bo`lsa, u holda {𝑓𝑛} 

funksiyalar ketma-ketligi 𝑓 ga nuqtali yaqinlashadi deyiladi. 

1.2.4.Teorema. Agar {𝑓𝑛} o`lchovli funksiya ketma-ketligi har bir 𝑥 ∈ 𝐸 da 𝑓(𝑥) 

ga yaqinlashsa, u holda limitik funksiya 𝑓 o`lchovli bo`ladi. 

Misol. Agar 𝑓: 𝐸 → 𝑅 o`lchovli funksiya bo`lsa, u holda 𝑓 funksiya 𝐸 ning 

ixtiyoriy o`lchovli 𝐴 qismida ham o`lchovli funksiya bo`lishini ko`rsating. 

Yechish. Haqiqatan ham, ixtiyoriy 𝑐 ∈ 𝑅 uchun 

{𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) < 𝑐} = 𝐸(𝑓 < 𝑐) ∩ 𝐴 

tenglik o`rinli. 𝐸(𝑓 < 𝑎) va 𝐴 to`plamlar o`lchovli bo`lganligi uchun ularning 

kesishmasi bo`lgan {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) < 𝑐} to`plam ham o`lchovli bo`ladi. 1.2.1-ta’rifga 

ko`ra, 𝑓 funksiya 𝐴 da o`lchovli bo`ladi. 

O`lchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqinlashishlari 

1.2.5.Ta’rif. 𝐸 o`lchovli to`plamda aniqlangan 𝑓 va 𝑔 funksiyalar uchun  

𝜇({𝑥 ∈ 𝐸: 𝑓(𝑥) ≠ 𝑔(𝑥)}) = 0 bo`lsa, 𝑓 va 𝑔 lar ekvivalent funksiyalar deyiladi va 

𝑓~𝑔 shaklda belgilanadi. 

1.2.6.Ta’rif. Agar biror xossa 𝐸 to`plamning nol o`lchovli qism to`plamidan 

boshqa barcha nuqtalarida bajarilsa, bu xossa 𝐸 to`plamda deyarli bajariladi deyiladi. 

1.2.7.Teorema. Agar 𝑓 funksiya 𝐸 o`lchovli to`plamda aniqlangan bo`lib, 

o`lchovli 𝑔: 𝐸 → 𝑅 funksiyaga ekvivalent bo`lsa, u holda 𝑓 ham 𝐸 da o`lchovli funksiya 

bo`ladi. 
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1.2.8Teorema. Agar 𝐸 to`plamda {𝑓𝑛} o`lchovli funksiyalar ketma-ketligi 𝑓 ga 

deyarli yaqinlashsa, u holda limitik funksiya 𝑓 ham o`lchovlidir. 
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